Algebre linéaire pour GC-STE-SC 04 décembre 2025
X. Morvan EPFL

Série 12 (Corrigé)

Mots-clés : Méthode des moindres carrés, matrices symmétriques

Remarques :
1. La série est volontairement plus courte que d’habitude, pour vous laisser
le temps de réfléchir a certains exercices de la semaine passée

2. 1l existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre certains exercices. Parfois le cor-
rigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours.

3. Il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1
Va . . . 7/’ %
Déterminer la solution au sens des moindres carrés de A7 = b

a) en utilisant I’équation normale lorsque
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b) en utilisant la méthode QR lorsque
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Sol.:

a) en utilisant ’équation normale.

i) L’équation normale ATAZ = AT? est ( 128 ) Z = < 10 >7
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i) ATA=10 3 0 |,ATb = 14 |, 2= 14/3
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b) en utilisant la méthode QR.
i) Les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes, donc décomposer A

_>
selon A = QR et résoudre R7 = QT b est équivalent & résoudre 1’équation normale.
La décomposition est donnée par
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L’approximation 7 au sens des moindres carrés est la solution du systeme R7 =

P 0 . 1/11
QTb,ouQTb—<_2/m>.A1ns1,?—<_2/11>.

ii) Ici de méme, les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes, donc dé-

%
composer A selon A = QR et résoudre R7 = QT b est équivalent & résoudre 1’équation
normale. La décomposition a également été calculée a I'exercice 4 (question a)) et est

2/3 —1/3 3 5
Q=1 2/3 2/3 , R_<0 1).
1/3 —-2/3
On trouve QT€>: < 1/3 ), 7 = ( 11/9 )

donnée par

~2/3 -2/3
Exercice 2

On considere les points

x; 21568

On suppose que la relation entre les x; et les y; suit une loi y = ax + b. Calculer a et b au
sens des moindres carrés.

I 1
. o a . ) z2 1
Sol.: Le systéme linéaire correspondant est 7 =A p | ou A est donnée par A = . 1=
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Exercice 3

Déterminer 1’équation y = ax + b de la droite de régression correspondant aux points (3,2),
(—1,2), (2,1), (0,3).

Sol.: On va résoudre ATAZ = AT on A, T et T sont donnés par

3 1 2

-1 1 — 2 a
A= 9 1 b = NE et? = (b)

0 1 3

On obtient
v, (14 4 > (6
AA—<4 4 ,et AN b = 3
Apres résolution, on obtient a = %1 et b= % Ainsi

1,1
= ——x+ —.
Y=75" T

Exercice 4

Soient @, v € R2. Montrer que
- = [ |||V cos,

ou # est 'angle entre les deux vecteurs a 1’origine.

Indication utiliser la loi des cosinus : ¢ = a® + b? — 2ab cos(7y) ol a, b, ¢ sont les longueurs
des cotés d’un triangle et v est ’angle opposé au coté de longueur c.

Sol.: On applique la loi des cosinus
I =1 =12 + | F|* = 20 [|[| 7] cos(6)
On développe la norme de gauche
12N+ TP =2 -0 = |7 + TN = 20| 7] cos(6)

On obtient alors

T = [ cos 6

Exercice 5

Soit A une matrice symétrique de taille n x n.

a) Montrer que AV - U =V - AW pour tous W, ¥ € R™.

b) Donner un contre-exemple & a) pour une matrice carrée quelconque, en trouvant une
matrice B de taille 2 x 2 telle que BV - #* o - BW en général.



Sol.:
a) En effet, AV - W = (AV) W = VTATY = VTAW =V - AW,

b) Parexemple,B—<8 é).OnaB7~75£7-Bﬁpour7—<é)et?-(?).

Exercice 6

Diagonaliser les matrices suivantes sous la forme A = QDQ?T, avec ) une matrice orthogo-
nale.

1 1 3
a) A=|113 1|,

3 11

010
by A=11 0 0

0 01
Sol.:

a) A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base orthonormale
d’aprés le théoreme spectral. On trouve

0 1/vV3 1/vV6 —1/V2
0 |, Q= 1/v3 =2/V6 0
-2 1/V3 1/V6  1/V2

D=

o O Ot
o N O

b) De méme, A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base ortho-
normale d’apres le théoréme spectral. On trouve

-1 00 ~1/vV2 1/vV2 0
D=| 0 10|, Q= 1/vV2 1/V/2 0
0 01 0 0 1

Exercice 7

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

vV F

_>
a) L’ensemble des solutions au sens des moindres carrés de A7 = b_)co'l'ncide avec
I’ensemble non vide des solutions de I'équation normale AT A7 = AT b . O O

_>
b) Soit A une matrice m x n et b € R™. Le probleme général des moindres carrés

_>
consiste & trouver un 7 € R” qui rend A aussi proche que possible de b. [ [J

Sol.: Vrai : a), b), d). Faux : ¢).

a) Vrai. Posons b= Projim(A) (b) la projection orthogonale de b sur I’espace des colonnes de A
(c’est-a-dire I'image de A). Comme le systeme Ax = b est compatible, il admet au moins
une solution Z, et un vecteur & vérifie At = b si et seulement si 2 est solution au sens des
moindres carrés de Az = b. Soit donc 2 tel que A = b et montrons que AT Az = ATb.
Comme b est le projeté orthogonal de b sur I>(A) on a que b — b est orthogonal a toute



b)

colonne a; de A. Ainsi a; - (b —b) = 0 et comme (a;)T sont les lignes de AT on obtient que

AT(b—b) = 0 ou encore ATh — AT A% = 0 ce qui donne AT Az = AT,

Réciproquement, si & vérifie AT Az = ATb alors AT (b—AZ) = 0 et donc b— AZ est orthogonal
aux lignes de AT c’est-a-dire aux colonnes de A. Donc b — A# est ortgogonal & Im(A) et
b= Az + (b — A%) donne une décomposition de b en somme d’un vecteur de Im(A) et un
vecteur orthogonal & Im(A). Par unicité d’une telle décomposition on a que Az est le projeté
orthogonal de b sur Im(A) c’est-a-dire Az = b et 2 est solution aux sens des moindres carrés.
Vrai. Par définition d’une solution au sens des moindres carrés, il s’agit de trouver (au

moins) un 7 e R" tel que HA? — ?H soit le plus petit possible.

Exercice 8

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

)

Soit A une matrice n x n qui peut se factoriser selon la factorisation QR comme
A=QR. Alors, Q1A = R.

Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Soit 7 la projection orthogonale de 7 e R”
sur W. Alors 7 dépend du choix de la base de W.

Soit W un sous-espace vectoriel de R™, n > 2, tel que W = Span{ﬁl, EE} Si 7 e R"
satisfait 7 L W et Z L W, alors 7 € W,

Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Si 7/ € W, alors sa projection orthogonale

sur W est 7w(7) =7.

.2 Vrai: a), ¢), d). Faux : b).

Vrai. Si A = QR avec Q orthogonale alors QQT = QTQ = I,, et donc QTA = QTQR =
I,R=R.

Faux. Par définition ? = ?W7 est le vecteur de W qui est le plus proche de y (selon la
distance euclidienne), il ne dépend donc pas de la base de W choisie.

Vrai. Soit W = Span{ﬂ?l, ﬁg} et soit Z € R™ tel que 7 L Wy et Z L Wo. Montrons que
Z e WL, Soit @ € W, il existe A1, Ao € R tels que W = \w] + dows done < ?,E? >=<
7,)\117{4-)\2172} >= )\ < ?,’171) >+ < ?,172) >=0.

Vrai. Par définition ?W(ﬁ) est le vecteur de W le plus proche de ¥/ (pour la distance
euclidienne). Si Y € W on a donc ?W(?) =7.

Exercice 9

Les données suivantes décrivent le potentiel dans un cable électrique en fonction de la
température du cable.

LT O] U V]
1] o0 2
e 1
3] 10 0
1 15 1
5] 20 2
6| 25 1




On suppose que le potentiel suit la loi U = a+bT +cT?. Calculer a, b, ¢ au sens des moindres
carreés.

Sol.: Le systéme linéaire s’écrit

a
T=alo |,
Ur
avec U = : | et A est donnée par
Us
1 Ty T?
1 1 0 0
1 1 5 25
e 1 _ 1 10 100
1 1 15 225
1 : 1 20 400
1 Ty T2 1 25 625
Pour résoudre ce systeme et trouver a,b,c au sens des moindres carrés, on considere 1’équation
normale
a
ATT = ATA | b
c
On trouve
a —2—%3 —1.89
= % ~ | 0.139
c 580 0.00357

Le graphique suivant montre les données (en rouge) et la courbe d’interpolation (bleue) obtenue
au sens des moindres carrés.
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